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Àííîòàöèÿ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîìåðíàÿ ìîäåëü àêóñòè÷åñêîé öåïî÷êè, îïèñûâàåìîé àíàëîãîì

SSH-ìîäåëè, ñîñòîÿùåé èç ñâÿçàííûõ ðåçîíàòîðîâ ñ ÷åðåäóþùèìèñÿ êîýôôèöèåíòàìè ñâÿçè. Ïðîâåäåíî

÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå êîëåáàíèé â êîíå÷íîé è êîëüöåâîé êîíôèãóðàöèÿõ öåïî÷êè. Îñîáîå âíèìàíèå

óäåëåíî èçó÷åíèþ ëîêàëèçîâàííûõ ìîä, âîçíèêàþùèõ ïðè íàëè÷èè êðàåâûõ ñîñòîÿíèé, òî÷å÷íûõ è

äâîéíûõ äåôåêòîâ. Àíàëèç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è âåêòîðîâ ìàòðèöû ñèñòåìû ïîçâîëèë âûäåëèòü ìîäû,

ëåæàùèå â çàïðåù¼ííîé çîíå è õàðàêòåðèçóþùèåñÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ëîêàëèçàöèåé. Òàêæå ðàññìîòðåíî

âëèÿíèå ïàðàìåòðîâ ñâÿçè íà øèðèíó çàïðåù¼ííîé çîíû è ëîêàëèçàöèîííûå ñâîéñòâà ìîä. Ïîêàçàíî, ÷òî

ïðåäëîæåííûå ñòðóêòóðû ìîãóò ñëóæèòü àêóñòè÷åñêèì àíàëîãîì òîïîëîãè÷åñêèõ èçîëÿòîðîâ, à äåôåêòû

â ñòðóêòóðå ïîçâîëÿþò óïðàâëÿòü ÷àñòîòíîé ñåëåêòèâíîñòüþ è ïðîñòðàíñòâåííûì ðàñïðåäåëåíèåì

ìîä. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ïðîåêòèðîâàíèè àêóñòè÷åñêèõ ôèëüòðîâ è

ñåíñîðíûõ ñèñòåì.
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Abstract

A one-dimensional model of an acoustic resonator chain is considered, representing an acoustic analogue

of the Su�Schrie�er�Heeger (SSH) model, where resonators are coupled with alternating coupling strengths.

Numerical simulations of oscillations are performed for both �nite and ring-shaped con�gurations of the chain.

Special attention is paid to the study of localized modes that arise due to edge states, point defects, and paired

(double) topological defects. Analysis of the eigenvalues and eigenvectors of the system matrix reveals modes

lying within the bandgap and exhibiting spatial localization. The in�uence of coupling parameters on the

bandgap width and localization properties is investigated. It is shown that the proposed structure can serve as

an acoustic analogue of a topological insulator, while the introduction of structural defects allows control over
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frequency selectivity and spatial distribution of the modes. The results may �nd applications in the design of

acoustic �lters and sensing systems.

Keywords: topological acoustics, localized modes, acoustic defects, resonator chains, bandgap,

topological insulators

Ââåäåíèå

Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ àêòèâíîå ðàçâèòèå ïîëó÷èëè èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè
òîïîëîãè÷åñêèõ ôàç âåùåñòâà è ñâÿçàííûõ ñ íèìè êðàåâûõ ñîñòîÿíèé [1]-[2]. Èçíà÷àëüíî
îáíàðóæåííûå â òâ¼ðäîòåëüíûõ ñèñòåìàõ, òîïîëîãè÷åñêèå ýôôåêòû áûëè óñïåøíî
ðåàëèçîâàíû â äðóãèõ îáëàñòÿõ � îïòèêå [3]-[6], ýëåêòðîíèêå [7]-[8] ìåõàíèêå è àêóñòèêå
[9]-[11]. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò òîïîëîãè÷åñêèå èçîëÿòîðû � ñèñòåìû, îáëàäàþùèå
èçîëèðóþùèì îáúåìîì, íî äîïóñêàþùèå ïåðåäà÷ó ýíåðãèè âäîëü êðàåâûõ èëè äåôåêòíûõ
êàíàëîâ çà ñ÷¼ò òîïîëîãè÷åñêè çàùèù¼ííûõ ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé. Òàêèå
ìîäû óñòîé÷èâû ê ëîêàëüíûì íàðóøåíèÿì ñèììåòðèè è íå èñ÷åçàþò ïðè óìåðåííûõ
èñêàæåíèÿõ ïàðàìåòðîâ, ÷òî äåëàåò èõ ïåðñïåêòèâíûìè äëÿ íàïðàâëåííîé ïåðåäà÷è
ñèãíàëîâ, ôèëüòðàöèè è ñåíñîðíûõ ïðèëîæåíèé.

Îäíîé èç ïðîñòåéøèõ ìîäåëåé, äåìîíñòðèðóþùèõ òîïîëîãè÷åñêèå ïåðåõîäû,
ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü Ñþ�Øðèôôåðà�Õèããåðà (SSH-ìîäåëü) [12]. Îíà îïèñûâàåò îäíîìåðíóþ
öåïî÷êó èç ÷åðåäóþùèõñÿ óçëîâ äâóõ òèïîâ (A è B), ñâÿçàííûõ ïîî÷åð¼äíî ñèëüíûìè
è ñëàáûìè ñâÿçÿìè. Â çàâèñèìîñòè îò ïîðÿäêà äèìåðèçàöèè è îòíîøåíèÿ ïàðàìåòðîâ
ñâÿçè ñèñòåìà ìîæåò íàõîäèòüñÿ â òîïîëîãè÷åñêè òðèâèàëüíîé èëè íåòðèâèàëüíîé ôàçå.
Ïðè îòêðûòûõ êðàÿõ â òîïîëîãè÷åñêè íåòðèâèàëüíîé ôàçå âîçíèêàþò êðàåâûå ìîäû,
ëîêàëèçîâàííûå âáëèçè êîíöîâ öåïî÷êè è èìåþùèå ÷àñòîòû, ëåæàùèå â çàïðåù¼ííîé
çîíå [13]-[14].

Àêóñòè÷åñêèå ðåàëèçàöèè SSH-ìîäåëè øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â âèäå öåïî÷åê
àêóñòè÷åñêèõ ðåçîíàòîðîâ, ñîåäèí¼ííûõ êàíàëàìè ðàçëè÷íîé äëèíû, øèðèíû èëè ôîðìû
[15]-[18]. Òàêèå ñòðóêòóðû ñîçäàþòñÿ êàê â âîçäóøíîé, òàê è â æèäêîé ñðåäå, à òàêæå â
òâ¼ðäûõ ìàòåðèàëàõ � ïóò¼ì ïåðôîðàöèè ïëàñòèí, ðàçìåùåíèÿ òðóáîê èëè êàìåð. Òàêæå
äëÿ ýòèõ öåëåé èñïîëüçóþòñÿ ìåòàìàòåðèàëû [19]. Ðîëü óçëîâ SSH-öåïî÷êè èãðàþò
àêóñòè÷åñêèå ïîëîñòè, à ðîëü ñâÿçåé � àêóñòè÷åñêèå êàíàëû ñ çàäàííîé ïðîíèöàåìîñòüþ.

Òîïîëîãè÷åñêè ëîêàëèçîâàííûå ìîäû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîëåáàòåëüíûå
ñîñòîÿíèÿ, ýíåðãèÿ êîòîðûõ ñîñðåäîòî÷åíà âáëèçè êðà¼â èëè äåôåêòîâ ñòðóêòóðû è
ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò âãëóáü ñèñòåìû. Â îòëè÷èå îò íåëèíåéíîé ëîêàëèçàöèè,
ñâÿçàííîé ñ óñèëåíèåì êîëåáàíèé çà ñ÷¼ò íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ (íàïðèìåð, îáðàçîâàíèÿ
ñîëèòîíîâ èëè äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ), òîïîëîãè÷åñêàÿ ëîêàëèçàöèÿ âîçíèêàåò â ëèíåéíûõ
ñèñòåìàõ è îïðåäåëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ãåîìåòðèåé è ñèììåòðèåé ñòðóêòóðû. Îíà
îáóñëîâëåíà ãëîáàëüíûìè òîïîëîãè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ãàìèëüòîíèàíà è íå
çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé èëè àìïëèòóäû âîçáóæäåíèÿ. Òàêèå ìîäû ïðîÿâëÿþòñÿ â
çàïðåù¼ííîé çîíå ñïåêòðà è îáëàäàþò óñòîé÷èâîñòüþ ê øèðîêîìó êëàññó âîçìóùåíèé,
âêëþ÷àÿ ñëàáûå íåîäíîðîäíîñòè è âàðèàöèè ïàðàìåòðîâ, ÷òî äåëàåò èõ îñîáåííî
èíòåðåñíûìè äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ â ëèíåéíûõ ñðåäàõ.

Øèðèíà ëîêàëèçàöèè ìîäû ξ ìîæåò áûòü êîëè÷åñòâåííî îõàðàêòåðèçîâàíà
ýêñïîíåíöèàëüíûì çàòóõàíèåì àìïëèòóäû:

|An| ∼ e−∆n/ξ,

ãäå An � àìïëèòóäà êîëåáàíèé â ðåçîíàòîðå ñ íîìåðîì n; ∆n � ðàññòîÿíèå
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(â êîëè÷åñòâå ðåçîíàòîðîâ) îò ìåñòà ëîêàëèçàöèè.
Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå êîëåáàòåëüíûõ ìîä

â êîíå÷íîé è êîëüöåâîé àêóñòè÷åñêîé SSH-öåïî÷êå ñ ÷åðåäóþùèìèñÿ êîýôôèöèåíòàìè
ñâÿçè. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ èçó÷åíèþ ëîêàëèçîâàííûõ ìîä, âîçíèêàþùèõ íà
êðàÿõ öåïè, à òàêæå äåôåêòíûõ ìîä, îáóñëîâëåííûõ íàðóøåíèåì ïîðÿäêà äèìåðèçàöèè
èëè âñòàâêîé ëèøíèõ óçëîâ. Áëèçêàÿ ïîñòàíîâêà áûëà ðàíåå ðàññìîòðåíà â îïòè÷åñêîì
êîíòåêñòå äëÿ äèìåðíîé öåïî÷êè âîëíîâîäîâ [20].

Ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ðàçðàáîòêå àêóñòè÷åñêèõ
ôèëüòðîâ, óñòîé÷èâûõ ê ëîêàëüíûì äåôåêòàì, à òàêæå ïðè ñîçäàíèè óïðàâëÿåìûõ
ðåçîíàíñíûõ ñòðóêòóð íà îñíîâå òîïîëîãè÷åñêèõ ïðèíöèïîâ.

1 Ìîäåëü àêóñòè÷åñêîé SSH-öåïî÷êè èç ðåçîíàòîðîâ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîìåðíàÿ äèñêðåòíàÿ öåïî÷êà, ñîñòîÿùàÿ èç N ðåçîíàòîðíûõ
ïàð (ÐÏ), êàæäàÿ èç êîòîðûõ âêëþ÷àåò äâà àêóñòè÷åñêèõ ðåçîíàòîðà (óçëû òèïà A è
B), ñîåäèí¼ííûõ êàíàëàìè, îáåñïå÷èâàþùèìè çâóêîâóþ ñâÿçü. Ðåçîíàòîðû A è B ñàìè
ïî ñåáå èäåíòè÷íû, îòëè÷àþòñÿ îíè òîëüêî ñòðóêòóðîé ñâÿçåé ñ ñîñåäíèìè ðåçîíàòîðàìè.
Ìîäåëü îñíîâàíà íà àêóñòè÷åñêîì àíàëîãå SSH-öåïî÷êè è ó÷èòûâàåò ÷åðåäîâàíèå ñèëüíîé
è ñëàáîé ñâÿçè ìåæäó ýëåìåíòàìè.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî ëèíåéíûé ðåæèì, à âçàèìîäåéñòâèå
ìåæäó ðåçîíàòîðàìè ìîäåëèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ýôôåêòèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçè.
Íà ðèñóíêå 1 ïîêàçàíà ôèçè÷åñêàÿ ñõåìà è ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ñèñòåìû, íà
êîòîðîé ñèìâîëàìè v è w îáîçíà÷åíû íîðìèðîâàííûå êîýôôèöèåíòû ñâÿçè ìåæäó
ðåçîíàòîðàìè. Â ðàáîòå [15] èñïîëüçîâàëàñü ñõîæàÿ ñèñòåìà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öèëèíäðè÷åñêèõ ðåçîíàòîðîâ ðàäèóñîì 1,6 ñì è âûñîòîé 8 ñì
êàæäûé, îáåñïå÷èâàþùèõ ðåçîíàíñíóþ ÷àñòîòó 4027 Ãö. Ðåçîíàòîðû òàêæå ìîãóò èìåòü
è èíóþ, íàïðèìåð ñôåðè÷åñêóþ, ôîðìó. Äðóãîé ïðåäåëüíûé ñëó÷àé ýòîé ñèñòåìû äëÿ
ðàñïðåäåëåííûõ ïàðàìåòðîâ áûë ðàññìîòðåí â ðàáîòå [21], ãäå ïðè äðóãèõ óñëîâèÿõ òàêæå
ïîêàçàíî ôîðìèðîâàíèå çàïðåùåííîé çîíû. Îäíàêî, â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ñëó÷àå
ðåøàåòñÿ çàäà÷à ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ïàðàìåòðàìè. Íåîáõîäèìî òàêæå îòìåòèòü, ÷òî
â ñõåìå ðåçîíàòîðû ìîãóò áûòü çàìåíåíû íà âîëíîâîäû, òîãäà ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû
ñîîòâåòñòâóþò ÷àñòîòàì â îêðåñòíîñòè íóëåâîãî çíà÷åíèÿ âîëíîâîãî âåêòîðà.

Ðèñóíîê 1 � Ôèçè÷åñêîå (ââåðõó) è ñõåìàòè÷íîå (âíèçó) èçîáðàæåíèå àêóñòè÷åñêîé
öåïî÷êè ðåçîíàòîðíûõ ïàð

Â ðàìêàõ îäíîìåðíîé ìîäåëè ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ Ãàìèëüòîíèàíîì âèäà [22]:

H = v

N∑
n=1

|n,B⟩ ⟨n,A|+ w

N∑
n=1

|n+ 1,A⟩ ⟨n,B|+ h.c., (1)

ãäå H � ìàòðèöà âçàèìîäåéñòâèé (ãàìèëüòîíèàí); v, w � áåçðàçìåðíûå êîíñòàíòû
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âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ðåçîíàòîðàìè âíóòðè ÿ÷åéêè è â ñîñåäíèõ ÿ÷åéêàõ ñîîòâåòñòâåííî;
çàïèñü |n,A⟩ îçíà÷àåò íîðìèðîâàííóþ àìïëèòóäó äàâëåíèÿ â ðåçîíàòîðå A ÿ÷åéêè n;
⟨n,A| � ýðìèòîâî ñîïðÿæåííûé âåêòîð ê |n,A⟩; h.c. îçíà÷àåò ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå (ó÷åò
îáðàòíûõ âîëí).

Â ìàòðè÷íîé ôîðìå ãàìèëüòîíèàí äëÿ îãðàíè÷åííîé öåïî÷êè èìååò áëî÷íî-
òð¼õäèàãîíàëüíûé âèä ðàçìåðà 2NÖ2N :

H =



0 v 0 0 · · · 0
v 0 w 0 · · · 0
0 w 0 v · · · 0
0 0 v 0 · · · 0
...

...
...

...
. . . w

0 0 0 0 w 0


(2)

Ïðè w > v ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â òîïîëîãè÷åñêè íåòðèâèàëüíîé ôàçå, ÷òî ïðèâîäèò ê
âîçíèêíîâåíèþ êðàåâûõ ñîñòîÿíèé, ëîêàëèçîâàííûõ íà êîíöàõ öåïî÷êè. Ýòè ìîäû èìåþò
÷àñòîòó, ëåæàùóþ â çàïðåù¼ííîé çîíå ìåæäó äâóìÿ àêóñòè÷åñêèìè ïîëîñàìè.

Ïðèìåíåíèå ñòàíäàðòíîãî ôîðìàëèçìà ê Ãàìèëüòîíèàíó ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ íîðìèðîâàííûõ àìïëèòóä äàâëåíèé â ÿ÷åéêå:

i
dAn

dt
+ vBn + wBn−1 = 0, (3)

i
dBn

dt
+ vAn + wAn+1 = 0, (4)

ãäå i � ìíèìàÿ åäèíèöà, An è Bn îáîçíà÷àþò íîðìèðîâàííûå îòêëîíåíèÿ äàâëåíèÿ
â ðåçîíàòîðàõ A è B ÿ÷åéêè ñ íîìåðîì n.

Ñèñòåìà (3)-(4) â ñëó÷àå ñòðîãîé ïåðèîäè÷íîñòè ìîæåò áûòü çàïèñàíà ÷åðåç
áëîõîâñêèé ãàìèëüòîíèàí [23]:

HB =

[
0 v + we−iq

v + weiq 0

]
, (5)

ãäå q � ïîñòîÿííàÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ìåæäó ðåçîíàòîðàìè.
Îñíîâíîå èçâåñòíîå ñâîéñòâî SSH öåïî÷êè âèäà (3)-(4) ñîñòîèò â íàëè÷èè

çàïðåùåííîé çîíû ÷àñòîò äëÿ ëèíåéíûõ âîëí. Òàê, ïîäñòàíîâêà ðåøåíèÿ â âèäå
ëèíåéíûõ âîëí òèïà Fn = F0e

i(qn−ωt), ãäå F0 ýòî ëèáî A0, ëèáî B0, ïðèâîäèò ê çàêîíó
äèñïåðñèè

ω2 = v2 + w2 + 2vw cos q. (6)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî âáëèçè íóëÿ èìååòñÿ çàïðåùåííàÿ çîíà ÷àñòîò, øèðèíà êîòîðîé
çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ êîíñòàíò ñâÿçè. Ñóùåñòâåííî, ÷òî ùåëü â ñïåêòðå çàêðûâàåòñÿ â
ñëó÷àå îäèíàêîâûõ ñâÿçåé (w = v).

Â Ôóðüå ïðîñòðàíñòâå óðàâíåíèÿ (3)-(4) ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷å íà îïðåäåëåíèå
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ

Hõ = −ωõ, (7)

ãäå õ = [A1,B1,A2,B2, . . . ,AN ,BN ]
T � âåêòîð àìïëèòóä; ω � ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû

ñèñòåìû; H � ãàìèëüòîíèàí òèïà (2).
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2 Òîïîëîãè÷åñêèå ñòðóêòóðû èç àêóñòè÷åñêèõ ðåçîíàòîðîâ

Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâåäåíû ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû, äåìîíñòðèðóþùèå ôîðìèðîâàíèå
êðàåâûõ ìîä â òîïîëîãè÷åñêè íåòðèâèàëüíîé ôàçå, à òàêæå ëîêàëèçîâàííûå äåôåêòíûå
ñîñòîÿíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîíôèãóðàöèé àêóñòè÷åñêèõ ðåçîíàòîðîâ.

Äëÿ ÷èñëåííîãî àíàëèçà êàæäîé ïðîñòðàíñòâåííîé êîíôèãóðàöèè èñïîëüçîâàëñÿ
ñëåäóþùèé àëãîðèòì:

- ôîðìèðóåòñÿ ìàòðèöà H ðàçìåðíîñòè 2NÖ2N , ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîíôèãóðàöèè
ñèñòåìû;

- ÷èñëåííî ðàññ÷èòûâàþòñÿ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû â çàäà÷å
(7);

- âûáèðàþòñÿ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (÷àñòîòû), ðàñïîëîæåííûå âáëèçè íóëÿ, è
àíàëèçèðóåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå àìïëèòóä;

- äëÿ âèçóàëèçàöèè ñòðîÿòñÿ ãðàôèêè ñïåêòðà è ëîêàëèçàöèè ìîä.
Äëÿ ÷èñëåííîãî àíàëèçà èñïîëüçóåòñÿ N = 40 ÐÏ. Íîðìèðîâàííûå êîýôôèöèåíòû

ñâÿçè ïðèíÿòû ðàâíûìè: v = 0,5 è w = 1,0, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò òîïîëîãè÷åñêè
íåòðèâèàëüíîé ôàçå.

2.1 Êîëüöî è êîíå÷íàÿ öåïî÷êà, ñîñòîÿùèå èç ðåçîíàòîðíûõ ïàð

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì áàçîâûé ñëó÷àé � çàìêíóòóþ â êîëüöî öåïî÷êó èç N ÐÏ
(ðèñóíîê 2). Â ýòîì ñëó÷àå ñòàâÿòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïåðèîäè÷íîñòè AN+1 = A1, B−1 =
= BN , êîòîðûå ïðèâîäÿò ê ïîÿâëåíèþ íåíóëåâûõ çíà÷åíèé íà êðàÿõ ïîáî÷íîé äèàãîíàëè
ìàòðèöû .

Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ëåãêî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü íàëè÷èå çàïðåùåííîé çîíû, åñëè
èñêàòü ðåøåíèå â âèäå

Fn = e−iωt

N∑
s=1

fse
i 2πns

N .

Ïîäñòàíîâêà ýòîãî ðåøåíèÿ â (3)-(4) ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïåðèîäè÷íîñòè
ïðèâîäèò äèñêðåòíîìó àíàëîãó ñîîòíîøåíèÿ (6):

ω2
s = v2 + w2 + 2vw cos

2πs

N
.

Ñïåêòð íîðìèðîâàííûõ ÷àñòîò è íîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå ìîäû òàêîé ñèñòåìû
ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 3. Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, ñïåêòð ñîäåðæèò îáëàñòü çàïðåùåííûõ
÷àñòîò, à ìîäû ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû ïî âñåì ðåçîíàòîðàì, ÷òî îçíà÷àåò îòñóòñòâèå
ëîêàëèçîâàííûõ ìîä (íà ðèñóíêå îáå ìîäû ñîâïàäàþò).

Òåïåðü ðàññìîòðèì êîíå÷íóþ îäíîìåðíóþ öåïî÷êó èç N ÐÏ. Â ýòîì ñëó÷àå
ÐÏ âäàëè îò êðàåâ îïèñûâàþòñÿ ïàðîé óðàâíåíèé (3) è (4), à â êðàéíèõ óðàâíåíèÿõ
ñëåäóåò ïîëîæèòü B−1 = 0 è AN+1 = 0. Ãàìèëüòîíèàí ïðè ýòîì èìååò âèä (2).
Àíàëîãè÷íàÿ ðèñóíêó 3 êàðòèíà íîðìèðîâàííûõ ÷àñòîò è ìîä äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ïðèâåäåíà
íà ðèñóíêå 4.

Ýòà ñèòóàöèÿ ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùåé: â ÷àñòîòíîì ñïåêòðå
ïîÿâëÿþòñÿ äâå ìîäû ñ ÷àñòîòîé ω ≈ 0, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðèçíàêîì ëîêàëèçîâàííûõ
ìîä. Íàëè÷èå ýòèõ ìîä ïîäòâåðæäàåò ãðàôèê ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñèñòåìû. Ïðè ýòîì
ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íîìåð óðîâíÿ íà ãðàôèêå ÷àñòîò ñîîòâåòñòâóåò ïðîñòî ïîðÿäêîâîìó
íîìåðó ÷àñòîòû â ðÿäó óïîðÿäî÷åííûõ ïî âîçðàñòàíèþ ÷àñòîò, à íà ãðàôèêå ìîä íîìåð
óçëà ñîîòâåòñòâóåò êîíêðåòíîìó ïîëîæåíèþ ðåçîíàòîðà â ñõåìå � â äàííîì ñëó÷àå íîìåðà
0 è 79 ÿâëÿþòñÿ êðàåâûìè ðåçîíàòîðàìè.
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Ðèñóíîê 2 � Êîëüöåâàÿ ñòðóêòóðà, ñîñòîÿùàÿ èç ÐÏ

Ðèñóíîê 3 � Íîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû è ìîäû çàìêíóòîé êîëüöåâîé öåïî÷êè
èç ðåçîíàòîðíûõ ïàð

Ðèñóíîê 4 � Íîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû è ìîäû êîíå÷íîé öåïî÷êè èç ÐÏ
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2.2 Òî÷å÷íûé äåôåêò âíóòðè êîëüöà èç ðåçîíàòîðíûõ ïàð

Òåïåðü ðàññìîòðèì êîëüöåâóþ ñòðóêòóðó, íî ñ âíåñåíèåì òîïîëîãè÷åñêèõ äåôåêòîâ.
Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì òî÷å÷íûé äåôåêò, ñîîòâåòñòâóþùèé ñëó÷àþ çàìåíû âîëíîâîäà A íà
âîëíîâîä B â îäíîé èç ÐÏ (ðèñóíîê 5). Êîýôôèöèåíò ñâÿçè ìåæäó âîëíîâîäàìè òèïà
B�B îáîçíà÷èì r.

Ðèñóíîê 5 � Ñõåìà ðàñïîëîæåíèÿ òî÷å÷íîãî äåôåêòà â êîëüöå èç ÐÏ

Íàïðèìåð, åñëè óñòàíîâèòü r = v, ðåçóëüòàò ïîêàçàí íà ðèñóíêå 6. Íàáëþäàåòñÿ
ëîêàëèçîâàííàÿ íà äåôåêòå ìîäà. Ïðè ýòîì ÷àñòîòà íàõîäèòñÿ â çàïðåùåííîé çîíå, íî
äîñòàòî÷íî äàëåêà îò íóëåâîé.

Ðèñóíîê 6 � Íîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû è ìîäû êîëüöåâîé öåïî÷êè èç
ðåçîíàòîðîâ ñ òî÷å÷íûì äåôåêòîì

Îñëàáëåíèå ñâÿçè r ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ äëèíû ëîêàëèçàöèè è óìåíüøåíèþ
ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòîòû. Òàê, ïðè r = 0,1(v + w) êàðòèíà ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò è ìîä
ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 7.

Â ïðåäåëå áåñêîíå÷íî ñëàáîé ñâÿçè, r → 0, î÷åâèäíî, ïîëó÷èì êîíå÷íóþ öåïî÷êó
(ñì. ðèñóíîê 4).
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Ðèñóíîê 7 � Íîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû è ìîäû êîëüöåâîé öåïî÷êè èç ÐÏ ñ
òî÷å÷íûì äåôåêòîì ïðè r = 0,1(v + w)

2.3 Äåôåêò íàðóøåíèå ñèììåòðèè â êîëüöå èç ðåçîíàòîðíûõ ïàð

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïàðíûé äåôåêò íàðóøåíèÿ ñèììåòðèè â öåïî÷êå èç ÐÏ.
Ñîåäèíèì ìåæäó ñîáîé äâå öåïî÷êà âèäà

A−B − A−B − A−B − ...− A−B − A−B,

B − A−B − A−B − A− ...−B − A−B − A

Â ðåçóëüòàòå îáðàçóåòñÿ êîëüöî ñ äâóìÿ ìåñòàìè ñîåäèíåíèé, èçîáðàæåííîå íà
ðèñóíêå 8. Êîýôôèöèåíòû ñâÿçè â ìåñòàõ ñîåäèíåíèé îáîçíà÷èì rA è rB.

Ðèñóíîê 8 � Êîëüöî èç ÐÏ ñ íàðóøåíèåì ñèììåòðèè

Ïî ñóòè, âòîðàÿ öåïî÷êà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíâåðñèþ ïåðâîé è ïîýòîìó åñëè
îäíà öåïî÷êà íàõîäèòñÿ â òîïîëîãè÷åñêè íåòðèâèàëüíîé ôàçå, òî âòîðàÿ àâòîìàòè÷åñêè
� â òîïîëîãè÷åñêè òðèâèàëüíîé ôàçå. Ìû ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà îáå ïîëîâèíû
ñîäåðæàò ïî 20 ÐÏ. Äëÿ rA = rB = v ðåøåíèå èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå 9.



NOISE Theory and Practice 51

Ðèñóíîê 9 � Íîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû è ìîäû êîëüöåâîé öåïî÷êè èç
ðåçîíàòîðîâ ñ äåôåêòîì

Â ýòîì ñëó÷àå îáðàçóþòñÿ êëàññè÷åñêèå ëîêàëèçîâàííûå ìîäû ñ ω ≈ 0, ïðè÷åì
ëîêàëèçîâàíû îíè ñòðîãî íà äåôåêòàõ (íîìåðà óçëîâ 0 è 40).

Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå îäíîìåðíîé àêóñòè÷åñêîé öåïî÷êè,
ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ðåàëèçàöèþ SSH-ìîäåëè â âèäå ñèñòåìû ñâÿçàííûõ ðåçîíàòîðîâ
ñ ÷åðåäóþùèìèñÿ êîýôôèöèåíòàìè ñâÿçè. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ïîäõîäÿùåì ñîîòíîøåíèè
ïàðàìåòðîâ ñâÿçè â òàêîé öåïî÷êå ôîðìèðóåòñÿ çàïðåù¼ííàÿ çîíà, âíóòðè êîòîðîé ìîãóò
ñóùåñòâîâàòü ëîêàëèçîâàííûå ìîäû.

Â êîíôèãóðàöèè ñ îòêðûòûìè êðàÿìè â òîïîëîãè÷åñêè íåòðèâèàëüíîé ôàçå
âîçíèêàþò êðàåâûå ìîäû, ÷àñòîòû êîòîðûõ ëåæàò âíóòðè çàïðåù¼ííîé çîíû è
õàðàêòåðèçóþòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé ëîêàëèçàöèåé. Â êîëüöåâûõ ñòðóêòóðàõ ïðè
íàëè÷èè òîïîëîãè÷åñêèõ äåôåêòîâ, âîçíèêàþùèõ èç-çà íàðóøåíèÿ ïîðÿäêà äèìåðèçàöèè
èëè çàìåíû óçëîâ, ôîðìèðóþòñÿ äåôåêòíûå ìîäû ñ àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè. Èõ
íàëè÷èå è ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñòðóêòóðà ïîäòâåðæäåíû àíàëèçîì ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ è
ñïåêòðîâ ñèñòåìû.

Ïîêàçàíî, ÷òî âàðüèðîâàíèå êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçè ïîçâîëÿåò óïðàâëÿòü øèðèíîé
çàïðåù¼ííîé çîíû è ñòåïåíüþ ëîêàëèçàöèè ìîä, ÷òî îòêðûâàåò âîçìîæíîñòè äëÿ
ïðîåêòèðîâàíèÿ óñòîé÷èâûõ ê èñêàæåíèÿì àêóñòè÷åñêèõ ôèëüòðîâ è ñåíñîðíûõ
óñòðîéñòâ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïîëåçíû ïðè ñîçäàíèè ðåçîíàíñíûõ
ñòðóêòóð ñ çàäàííûìè ÷àñòîòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè è òîïîëîãè÷åñêîé çàùèòîé.

Áëàãîäàðíîñòè. Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò áþäæåòíîãî ôèíàíñèðîâàíèÿ â
ðàìêàõ ðàáîò ïî ïðîâåäåíèþ ïðèêëàäíûõ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé ïî ãîñóäàðñòâåííîìó
çàäàíèþ îò 20.03.2025 � 103-00001-25-02 (øèôð 5).
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