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Àííîòàöèÿ

Íåâåðíàÿ îòñòðîéêà èíåðöèîííî-æåñòêîñòíûõ ïàðàìåòðîâ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì â ñî÷åòàíèè

ñ íèçêèì óðîâíåì äåìïôèðîâàíèÿ ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ çíà÷èòåëüíûõ âèáðàöèé â ïðîöåññå

ýêñïëóàòàöèè ñåëüñêîõîçÿéñòâåííîé òåõíèêè. Ýòî ÿâëåíèå íå òîëüêî âûçûâàåò ïîâûøåííûå äèíàìè÷åñêèå

íàãðóçêè íà óçëû òåõíèêè, ñîêðàùàÿ ðåñóðñ ðàáîòû, íî è íàïðÿìóþ âîçäåéñòâóåò íà îïåðàòîðà.

Â ÷àñòíîñòè, ðåãèñòðèðóåìûå óðîâíè ëîêàëüíîé âèáðàöèè íà ðóëåâîì êîëåñå ÷àñòî ïðåâûøàþò

äîïóñòèìûå íîðìû, óñòàíîâëåííûå ÑàíÏèÍ è ÃÎÑÒ, ÷òî ñîçäàåò ðèñê ðàçâèòèÿ ïðîôåññèîíàëüíûõ

çàáîëåâàíèé. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ óòî÷íåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îïèñàíèÿ âèáðàöèé,

âîçíèêàþùèõ ïðè ðàáîòå ñåëüñêîõîçÿéñòâåííîé òåõíèêè. Ýòî ìîæåò ïîâûñèòü òî÷íîñòü àíàëèòè÷åñêèõ

ðàñ÷åòîâ è ïîñëóæèòü äëÿ ïîñëåäóþùåãî ýòàïà îáîñíîâàíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäîâ âèáðîçàùèòû

è îïòèìèçàöèè äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê òåõíèêè, íàïðàâëåííûõ íà îáåñïå÷åíèå íàäåæíîñòè è

ñîáëþäåíèå òðåáîâàíèé îõðàíû òðóäà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âèáðàöèÿ, äåìïôèðîâàíèå, óðàâíåíèå Ëàãðàíæà, ãàðìîíè÷åñêàÿ âèáðàöèÿ,
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Abstract

Incorrect tuning of the inertia-sti�ness parameters of mechanical systems combined with a low level of

damping leads to signi�cant vibrations during the operation of agricultural machinery. This phenomenon not

only causes increased dynamic loads on machine components, reducing their service life, but also directly a�ects

the operator. In particular, recorded levels of local vibration on the steering wheel often exceed permissible

limits established by SanPiN and GOST standards, which creates a risk of developing occupational diseases.

This work proposes a re�ned mathematical model for describing vibrations arising during the operation of
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agricultural machinery. This can improve the accuracy of analytical calculations and serve as a basis for the

subsequent stage of justifying the e�ectiveness of vibration protection methods and optimizing the dynamic

characteristics of the equipment, aimed at ensuring reliability and compliance with occupational health and

safety requirements.

Keywords: vibration, damping, Lagrange's equation, harmonic vibration, natural frequencies,

vibration acceleration

Ââåäåíèå

Âî ìíîãèõ ðàáîòàõ, ïîñâÿùåííûõ èññëåäîâàíèÿì âèáðàöèé, âîçíèêàþùèõ
ïðè ýêñïëóàòàöèè ñåëüñêîõîçÿéñòâåííîé òåõíèêè, ðåàëüíûé îáúåêò ñ ðàñïðåäåëåííûìè
èíåðöèîííî-æåñòêîñòíûìè ñâîéñòâàìè çàìåíÿåòñÿ äèñêðåòíûì, ñ íåñêîëüêèìè ìàññàìè
[1]-[3]. Òàêîé ïîäõîä îïðàâäàí äëÿ êîíñòðóêöèé, ó êîòîðûõ èìåþòñÿ îáúåêòû, ìàññà
êîòîðûõ ìíîãî áîëüøå îñòàëüíûõ ìàññ. Ê ïðèìåðó, â ðàáîòå [4] èññëåäóåòñÿ òðàêòîð
êàê ñèñòåìà ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû îäíîãî îáúåêòà � ïîñòóïàòåëüíîé è âðàùàòåëüíîé.
Â ðàáîòå [5] òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñåëüñêîõîçÿéñòâåííàÿ òåõíèêà êàê äâóìàññîâàÿ
ñèñòåìà, îäíàêî â íåé äðóãèå äâå ñòåïåíè ñâîáîäû � äâà ïîñòóïàòåëüíûõ äâèæåíèÿ ðàçíûõ
îáúåêòîâ.

Â äàííîé ðàáîòå òðàêòîð ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê òðåõìàññîâàÿ ñèñòåìà � ñ òðåì
ïîñòóïàòåëüíûìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò óòî÷íèòü àíàëèòè÷åñêèå
çàâèñèìîñòè è óìåíüøèòü ïîãðåøíîñòè â ñðàâíåíèè ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.

1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ

Ðàññìîòðèì òðàêòîð êàê òðåõìàññîâóþ ñèñòåìó. Ââåäåì ñëåäóþùèå îñíîâíûå
ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû è èõ îáîçíà÷åíèÿ:

1) Ðàìà òðàêòîðà, ê êîòîðîé ïîñðåäñòâîì óïðóãèõ ñîåäèíåíèé îñóùåñòâëÿåòñÿ
êðåïëåíèå äðóãèõ êîíñòðóêòèâíûõ ýëåìåíòîâ. Ìàññà ðàìû � m1, êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè
ñîåäèíåíèÿ ñ óñëîâíî íåïîäâèæíîé îïîðîé � k1

∗, êîýôôèöèåíò äåìïôèðîâàíèÿ ñîåäèíåíèÿ
� c1

∗;

2) Äâèãàòåëü òðàêòîðà. Ìàññà äâèãàòåëÿ � m3, êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè ñîåäèíåíèÿ
ñ ðàìîé � k3

∗, êîýôôèöèåíò äåìïôèðîâàíèÿ � c3
∗;

3) Ðóëåâîå êîëåñî. Ìàññà ðóëåâîãî êîëåñà �m2, êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè ñîåäèíåíèÿ
� k2, êîýôôèöèåíò äåìïôèðîâàíèÿ � c2;

Â õîäå ðàáîòû äâèãàòåëÿ ââèäó íåñáàëàíñèðîâàííîñòè âðàùàþùèõñÿ ýëåìåíòîâ
âîçíèêàåò ãàðìîíè÷åñêè èçìåíÿþùàÿñÿ íàãðóçêà P (t).

Ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà èññëåäóåìîãî îáúåêòà
ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå 1.

Íà äàííîì ýòàïå èññëåäîâàíèé íå áóäåì ó÷èòûâàòü âðàùåíèå äâèãàòåëÿ è ðàìû
îòíîñèòåëüíî îñè, íàïðàâëåííîé ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè ðèñóíêà 1.

Äëÿ äàëüíåéøåãî óäîáñòâà çàìåíèì æåñòêîñòè k1
∗ è k3

∗, à òàêæå êîýôôèöèåíòû
äåìïôèðîâàíèÿ c1

∗ è c3
∗ íà ýêâèâàëåíòíûå ïî ñîîòíîøåíèþ äëÿ ïàðàëëåëüíî ñîåäèíåííûõ

óïðóãèõ ýëåìåíòîâ:

k1 = 2k
∗

1 , k3 = 2k
∗

3 , c1 = 2c
∗

1, c3 = 2c
∗

3, (1)

ãäå k1 � êîýôôèöèåíò ýêâèâàëåíòíîé æåñòêîñòè îïîð ðàìû, k3 � êîýôôèöèåíò
ýêâèâàëåíòíîé æåñòêîñòè îïîð äâèãàòåëÿ.
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Ðèñóíîê 1 � Äèñêðåòíàÿ òðåõìàññîâàÿ ìîäåëü òðàêòîðà

2 Óðàâíåíèå êîëåáàíèé òðåõìàññîâîé ñèñòåìû

Äëÿ ñèñòåìû, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 1, çàïèøåì óðàâíåíèå Ëàãðàíæà II ðîäà [6]:

d

dt

[
∂T

∂q̇i

]
− ∂T

∂qi
+

∂Ï

∂qi
+

∂R

∂q̇i
= Pi, (2)

ãäå T � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû, Ï � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû,
R � ôóíêöèÿ Ðýëåÿ (îòâå÷àþùàÿ çà äèññèïàöèþ ýíåðãèè), P � îáîáùåííàÿ
íåêîíñåðâàòèâíàÿ è íåäèññèïàòèâíàÿ ñèëà, qi � îáîáùåííàÿ êîîðäèíàòà, q̇i � îáîáùåííàÿ
ñêîðîñòü.

Ðàññìîòðèì ñâîáîäíûå íåçàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ. Òîãäà êàæäîå èç ñëàãàåìûõ
ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ðàâíî íóëþ, òî åñòü:

d

dt

[
∂T

∂q̇i

]
− ∂T

∂qi
+

∂Ï

∂qi
= 0. (3)

Äëÿ òðåõìàññîâîé ñèñòåìû, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 3, ïîòåíöèàëüíàÿ
è êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèè îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè:

T =
m1(ẋ1)

2

2
+

m2(ẋ2)
2

2
+

m3(ẋ3)
2

2
, (4)

Ï =
k1x

2
1

2
+

k2(x2 − x1)
2

2
+

k3(x3 + x1)
2

2
. (5)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé â óðàâíåíèå
Ëàãðàíæà, ïîëó÷àåì: 

m1ẍ1 + (k1 + k2 + k3)x1 − k2x2 + k3x3 = 0
m2ẍ2 − k2x1 + k2x2 = 0
m3ẍ3 + k3x1 + k3x3 = 0

. (6)

Â ìàòðè÷íîì âèäå:
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m1 0 0
0 m2 0
0 0 m3


ẍ1

ẍ2

ẍ3

+

k1 + k2 + k3 −k2 k3
−k2 k2 0
k3 0 K3


x1

x2

x3

 =


0
0
0

 . (7)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå:

xi (t) = Ai sin (2πfit), (8)

ãäå Ai � àìïëèòóäû êîëåáàíèé, fi � ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû êîëåáàíèé.

Ïîäñòàâèâ (8) â (7), ïîëó÷àåì:

−4π2f 2
i

m1 0 0
0 m2 0
0 0 m3

+

k1 + k2 + k3 −k2 k3
−k2 k2 0
k3 0 K3


A1

A2

A3

 =


0
0
0

 . (9)

Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû êîëåáàíèé � îïðåäåëÿþòñÿ èñõîäÿ èç ðàâåíñòâà íóëþ
îïðåäåëèòåëÿ ýòîé ñèñòåìû:

det

−4π2f 2
i

m1 0 0
0 m2 0
0 0 m3

+

k1 + k2 + k3 −k2 k3
−k2 k2 0
k3 0 K3

 = 0. (10)

Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ 6-é ñòåïåíè (áèêóáè÷åñêîìó, ïîýòîìó
ìîæíî ãîâîðèòü îá óðàâíåíèè 3-é ñòåïåíè). Â èíæåíåðíîé ïðàêòèêå çàäà÷è ñ ñèñòåìàìè,
ïðåäñòàâëÿåìûìè áîëåå ÷åì 3 ìàññàìè, àíàëèòè÷åñêè íå ðåøàþòñÿ; äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé èñïîëüçóþò ÷èñëåííûå ìåòîäû. Òàê, â ïðîãðàììíîì
êîìïëåêñå MathCAD ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû êîëåáàíèé ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ñ ïîìîùüþ
ñëåäóþùåé ôóíêöèè:

fi =
1

2π

√
genvals (K,M), (11)

ãäå K � ìàòðèöà æåñòêîñòè ñèñòåìû, M � ìàòðèöà ìàññ ñèñòåìû.

Íåäîñòàòêîì ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèÿ êîíêðåòíûõ ÷èñëåííûõ ïàðàìåòðîâ ìàññ
è æåñòêîñòåé ýëåìåíòîâ ñèñòåìû [7].

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå óñðåäíåííûå èíåðöèîííî-æåñòêîñòíûå ïàðàìåòðû ñèñòåìû,
ïðåäñòàâëåííûå â òàáëèöå 1.

Òàáëèöà 1 � Óñðåäíåííûå èíåðöèîííî-æåñòêîñòíûå ïàðàìåòðû ñèñòåìû

Íàèìåíîâàíèå
ýëåìåíòû

Ìàññà
ýëåìåíòà m, êã

Æåñòêîñòü ñîåäèíåíèÿ
ýëåìåíòîâ k∗ , Í/ì

Êîýôôèöèåíò
äåìïôèðîâàíèÿ c∗ , Í/ìñ

Ðàìà 500 106 1256

Äâèãàòåëü 800 107 49

Ðóëåâîå êîëåñî 15 105 5060

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â óðàâíåíèå (10) è ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè (11), ïîëó÷èì:

fi =
1

2π

√
genvals (K,M) =


6,084
13,07
41,399

Ãö.
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3 Àíàëèç âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ñ äåìïôèðîâàíèåì

Äëÿ òðåõìàññîâîé ñèñòåìû ñ äåìïôèðîâàíèåì óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà äîïîëíÿþòñÿ
ñëàãàåìûìè ñ ôóíêöèåé Ðýëåÿ è âûíóæäàþùåé íå äèññèïàòèâíîé íåêîíñåðâàòèâíîé ñèëîé
(óðàâíåíèå (2)). Ôóíêöèÿ Ðýëåÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû èìååò âèä:

R =
c1ẋ

2
1

2
+

c2(ẋ2 − ẋ1)
2

2
+

c3(ẋ3 + ẋ1)
2

2
. (12)

Ïîäñòàâëÿÿ (12) â (2), ïîëó÷àåì:


m1ẍ1 + (c1 + c2 + c3)ẋ1 − c2ẋ2 + c3ẋ3 + (k1 + k2 + k3)x1 − k2x2 + k3x3 = 0

m2ẍ2 − c2ẋ1 + c2ẋ2 − k2x1 + k2x2 = 0
m3ẍ3 + c3ẋ1 + c3ẋ3 + k3x1 + k3x3 = P (t)

. (13)

Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûíóæäàþùóþ ñèëó êàê ãàðìîíè÷åñêóþ ñ àìïëèòóäîé
100 Í. ×àñòîòà ðàáîòû äâèãàòåëÿ íà õîëîñòîì õîäó âàðüèðóåòñÿ â ïðåäåëàõ îò 600
äî 1200 îá/ìèí. Ïðèìåì ÷àñòîòó ðàâíî 1000 îá/ìèí èëè 16,67 Ãö. Òîãäà:

P (t) = P0 sin (ωt) = 100 sin (2π · 16,67t).

Ðåøàÿ óðàâíåíèå (13), ïîëó÷àåì ãðàôè÷åñêèå çàâèñèìîñòè âèáðîïåðåìåùåíèé
è âèáðîñêîðîñòåé îò âðåìåíè. Íà ðèñóíêàõ 2-4 ïðåäñòàâëåíû ìàêñèìàëüíûå àìïëèòóäû
âèáðîïåðåìåùåíèé, âèáðîñêîðîñòåé è âèáðîóñêîðåíèé.

Ðèñóíîê 2 � Âèáðîïåðåìåùåíèÿ ðóëåâîãî êîëåñà, ìì

Ðèñóíîê 3 � Âèáðîñêîðîñòè ðóëåâîãî êîëåñà, ìì/ñ
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Ðèñóíîê 4 � Âèáðîóñêîðåíèÿ ðàìû, ì/ñ2

Èç ðèñóíêîâ çàâèñèìîñòåé âèáðîïåðåìåùåíèé è âèáðîñêîðîñòåé îò âðåìåíè âèäíî,
÷òî â ïåðâûå ñåêóíäû äåéñòâèÿ âûíóæäàþùåé ñèëû íà ñèñòåìó èìååò ìåñòî ïåðåõîäíîé
ïðîöåññ � ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñî÷åòàþòñÿ ñ ñîáñòâåííûìè. Ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ
ïî ïðèðîäå çàòóõàþùèå, ïîýòîìó ñ òå÷åíèåì âðåìåíè äâèæåíèå îïèñûâàåòñÿ òîëüêî
ãàðìîíè÷åñêîé ÷àñòüþ � àìïëèòóäà íå çàâèñèò îò âðåìåíè.

Ñâîäíûå ðåçóëüòàòû ïî âèáðîïåðåìåùåíèÿì, âèáðîñêîðîñòÿì è âèáðîóñêîðåíèÿì
ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 2.

Òàáëèöà 2 � Ñâîäíûå ðåçóëüòàòû

Ýëåìåíò, íà êîòîðîì
èçìåðÿåòñÿ âèáðàöèÿ

Ìàêñèìàëüíîå
âèáðîïåðåìåùåíèå,

ìì

Ìàêñèìàëüíàÿ
âèáðîñêîðîñòü,

ìì/ñ

Ìàêñèìàëüíîå
âèáðîóñêîðåíèå,

ì/ñ2

Ðàìà òðàêòîðà 0,01 1,184 0,023

Äâèãàòåëü 0,00891 0,929 0,02

Ðóëåâîå êîëåñî 0,017 1,679 0,037

Çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå ðàññìîòðåí ìàòåìàòè÷åñêèé ïîäõîä ê îïèñàíèþ âèáðàöèé, âîçíèêàþùèõ
ïðè ýêñïëóàòàöèè ñåëüñêîõîçÿéñòâåííîé òåõíèêè. Òðàêòîð ðàññìàòðèâàåòñÿ
êàê òðåõìàññîâàÿ ñèñòåìà. Ñîñòàâëåíà ñèñòåìà óðàâíåíèé Ëàãðàíæà II ðîäà, êîòîðàÿ
ïîçâîëèëà ïîëó÷èòü ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû êîëåáàíèé è ïðîàíàëèçèðîâàòü ïîâåäåíèå
òðàêòîðà ïîä äåéñòâèåì ãàðìîíè÷åñêîé ñèëû. Èññëåäîâàíèå âèáðàöèé ñ èñïîëüçîâàíèåì
ìíîãîìàññîâûõ ñèñòåì ìîæåò ïîâûñèòü òî÷íîñòü àíàëèòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ è óìåíüøèòü
ïîãðåøíîñòü ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.
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